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Abstrakt:

Prispévek uvadi fuzzy analyzu jako metodu feSeni analytickych funkci - abstraktnich modelt sloZitych
neurcitych soustav, jejichZ proménné a/nebo parametry jako ostra (obyCejna) Cisla jsou znejistény
(fuzzifikovany) do tvaru fuzzy Cisel. Instruktazni pfispévek uvadi pfistup k vybudovani fuzzy aritmetiky

s vyuzitim Zadehova principu rozSifeni. Metoda je dokumentovana numerickymi pfiklady.

Abstract:

The paper presents a fuzzy analysis as a method of analytical functions solution as an abstract models
of complex vague systems whose variables and/or parameters as crisp (ordinary) numbers are
insecured (fuzzified) in the form of fuzzy numbers. The Zadeh's extensional principle is introduced

as approach to build a fuzzy arithmetic. The numeric examples are presented to illustrate the method.
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1 Uvod

V8echny systémy realného svéta jsou typické svoji pfirozenou nejistotou a neurcitosti. Metody
pro jejich zkoumani nemohou jejich nejistoty a neurcitosti ignorovat, musi zahrnovat procedury, které
umoziuji tyto vlastnosti formalizovat a efektivné vyuZivat. Standardnimi metodami pro zpracovani
nedeterministickych fenoménu slozitych redlnych soustav jsou obvykle metody matematické statistiky

[1] [2].

Zakladni podminkou korektnosti statistickych metod je reprodukovatelnost podminek
pfi ziskavani dat, pficemz systém, jehoZ data shromazdujeme do vybérovych soubord, je povazovan
za zcela pfesné definovany, se zcela urCitym popisem jeho vlastnosti (obyCejny, analyticky matematicky
model).

Systémy spoleCenskych a socidlnich véd jsou typické jak stochastickym (néahodnym)

charakterem svych numerickych proménnych, tak i zahrnutim lidského faktoru, slozitosti, Spatnou
definovatelnosti, obtiznou méfitelnosti a kauzalni neurcitosti svych struktur a parametrd. Trpi
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nedostatkem informaci o vzajemnych vztazich a matematickych popisech souvislosti jejich
nahodnych veli€in. Vznikaji problémy s platnosti fady apriornich pfedpokladl, nezbytnych
pro korektnost statistickych metod.

Nahodny (stochasticky) systém vykazuje zavislost svych vlastnosti na pusobeni vnéjSich
i vnitfnich vlivd, které pfitom nelze pfedem stanovit a zohlednit. Naproti tomu neur€ity (fuzzy) systém je
takovy, k jehoz popisu nemame dostatek dat a informaci, existujici informace o jeho viastnostech jsou
neupiné a nepresné, nase znalosti o souvislostech jeho proménnych jsou jen pfiblizné. Metody feSeni
takovych systémd vyuzivaji pfistupl umélé inteligence [3], [4] fuzzy mnozinové matematiky [5], [6].
Vysledky feSeni, ziskané metodami matematické statistiky prostrednictvim nahodnych dat, jsou Casto
nadmérné znehodnocovany skutecnosti, ze vySetfovany nahodny systém je soucasné i neurcity.

Abstraktni formalizace takovych systém( vyzaduje vyuziti metod, integrujicich pfistupy
stochastické s fuzzy pfistupy. Exakini matematické procedury pak formalizuji modely fuzzy-
stochastickych systém( s fuzzy-stochastickymi proménnymi. Fuzzy-stochastickou proménnou Ize
chapat jako nahodnou veli€inu, ktera byla méfena za neurcitych nebo ménicich se podminek.

Nastrojem k modelovanim fuzzy-stochastickych soustav a vySetfovanim jejich chovani je fuzzy-
stochasticka analyza. Teorii fuzzy-stochastické analyzy Ize pfitom budovat hierarchicky jako vychozi
fuzzy analyzu, roz$ifenou v dalSim kroku zahrnutim stochastickych jevd.

Nésledujici kapitoly jsou vénovany uvodni fuzzy analyze jako metodé feSeni analytickych
(fundamentalnich) funkci - abstraktnich modell soustav, jejichz proménné a/nebo parametry jako ostra
(obyCejna) Cisla jsou znejistény (fuzzifikovany) do tvaru fuzzy Cisel. Cilem pfispévku je prohloubeni
znalosti studentt a odbornikl v oblasti efektivniho vyuziti vagnosti ve spoleenskych védach.

2 Fuzzifikace ostrych €iselnych hodnot

Neurcitost ostrych Cisel (a = 5,6; b = 22,3) vyjadfujeme v pfirozeném jazyce pomoci slovnich
kvantifikatorti, napf. [a je ,asi* 5], [b je ,zhruba 22]. Intenzita jazykovych kvantifikatorl je v pfipadé
znalosti daného konceptu ¢lovékem dobre interpretovatelna a efektivné pouzitelna [7].

Neurcitost ostrého Cisla formalizujeme nej¢astéji pomoci aparatu fuzzy mnozinové matematiky.
Fuzzy mnozina A je definovana jako zobrazeni, ktera pfifazuje kazdému prvku x univerza X Cislo
15 (x) € (0,1) jako stuperi jeho piislusnosti do mnoziny A [8]

Zz{x,y;(x))| xe X}, 1z (x)=0 vxeX (1)

Alespon po Castech spojitou funkci z; (X) = f (x) nazyvame funkci prislusnosti, ktera fuzzy mnoZinu

A jednoznacné definuje. Jestlize plati

sup[y;\ (x) =1J Vx e X (2)

a soucasné fuzzy mnoZzina A splfiuje podminku konvexnosti

pz (%) = min 2z (%), 225 (%) | W0, %0, % € X, % <%, < % (3)
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pak fuzzy mnoZinu A nazyvame normalni. Funkce pfisluSnosti je v inzenyrské praxi obvykle
aproximovana lomenou pfimkou. Na Obrazku 1 jsou uvedeny dvé dllezité aproximace - trojuhelnikova
a lichobéznikova.

Obrazek 1: Trojuhelnikova a lichobéznikova aproximace funkce prislusnosti
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Normalni trojuhelnikova fuzzy mnoZina ;&1 pak formalizuje neurcité Cislo (fuzzy Cislo) ,asi x, “. Stupen
neurgitosti &isla x, je dana $ifkou nosice fuzzy mnoziny A, jako uzavieného intervalu (x,,x,) - viz
Obrézek 1. Parametry takovych fuzzy mnozin tvoii uspofadany vektor hodnot bodi ziomu [x,, X, X, |
pfipadné u fuzzy mnoziny KZ [X,, X, X5, X, ]. Pomoci tohoto vektoru jsou také fuzzy mnoziny f&l nebo

A, pocitatové formalizovany.

3 Kartézsky soucin fuzzy mnozin

Uvazujme fuzzy mnoZiny f&l A definované na univerzech X,,..., X, . Kartézskym
soucinem

K=AxA x.xA (4)

nazveme n- rozmérnou fuzzy mnozinu, definovanou na n- rozmérném univerzu

X = X, x X, x..x X,
()

Funkci pfisludnosti fuzzy mnoZiny kartézského soucinu K
Hig (X) = g (X, X,)

definujem~e vztahem
K ={(x = (e X)) 1z (%) = 1 O X)) % € X3 e (x) = min [z (0O (6)
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Pro dvojrozmérné univerzum je dvojrozmérna fuzzy mnozina kartézského soucinu K ve tvaru jehlanu
nakreslena na Obrazku 2.

Kartézsky soucin je dulezitym pojmem v feSeni problému vybudovani aritmetiky fuzzy Cisel
s vyuZitim Zadehova principu rozsifeni (viz dale podkap.6.1).

Obrazek 2: Kartézsky soucin dvou fuzzy mnozin
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4 Fuzzifikace anyalytickych funkci

Fuzzy funkci f~(§ , X ) rozumime zavislost, definovanou s pouzitim vektoru fuzzy argumentd
X a vektoru fuzzy parametrd S Vystupni veli¢inou takové fuzzy funkce je vzdy fuzzy veli¢ina y

) (7)

[ >

y=fG,

Obecné jde o transformaci prostoru vstupnich fuzzy proménnych X do prostoru vystupnich fuzzy

proménnych y

X->y (8)
Uvazujme obycejnou analytickou funkci s jednou vystupni proménnou a vicerozmérnym argumentem

y=1(sx) ©)
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kde s a X jsou vektory jejich parametrli a argument( definované jako obyCejna (ostra) reélna Cisla.
Odpovidajici fuzzy funkci pak nazveme modifikovany vyraz (9), kde S a X jsou vektory jejich fuzzy
parametr( a fuzzy argumentt jako fuzzy Cisel, formalizovanych trojuhelnikovymi fuzzy mnoZinami 5

a X . Hodnota zavisle proménné y je pak fuzzy Cislo formalizované fuzzy mnozinou Y . Napfiklad
jednorozmérnou fuzzy funkci

y=f(E.X)=5%+5, (10)
|ze interpretovat jazykovou konstrukci, napf.
[,asi y*] se rovna [,zhruba s1] krat [,pfiblizné x*] plus [,témér s,

Dal$imi moznymi variantami fuzzy funkce (7) jsou pak

y=fE, x) (1)

jako fuzzy funkce s fuzzy parametry a ostrymi argumenty nebo

|1

y=f(s, X) (12)

jako fuzzy funkce s ostrymi parametry a fuzzy argumenty.

5 Stanoveni neurcitosti (fuzzifikace) iselnych hodnot

Cilem zavedeni formalni nejistoty do matematickych popist soustav je respektovani jejich
neurcitosti a zvySeni adekvatnosti jejich abstraktnich modell. Proces fuzzifikace je pfedevsim procesem
subjektivnim, ktery musi vyuzit vSech dostupnych informaci o vlastnostech a chovani popisované
soustavy.

Obecny algoritmus pro fuzzifikaci ostrych parametri a proménnych neexistuje. Zakladem pro
uréeni tvaru funkce pfisludnosti fuzzy Cisla je volba vhodného rozhodovaciho kritéria, podle kterého je
kaZdé naméfené hodnoté podle urcitého rozhodovaciho kritéria pfifazena velikost jeji pfislusnosti. Podle
typu pouzitych informaci mizeme pouzit kombinaci &tyf zakladnich postupt [9].

5.1  Postup vyuzivajici zpracovani souboru naméienych hodnot

Zakladem metody je soubor naméfenych hodnot neurcité veli¢iny. Rozhodovaci kritérium je
dano pfimo velikosti naméfenych hodnot. PogateCni strukturou pro proces jeji fuzzifikace je sloupcovy
graf, sestrojeny z téchto hodnot metodou histogramu.

Tento graf je povazovan za vychozi podklad pro navrh tvaru funkce pfisluSnosti veliiny jako
fuzzy Cisla. Vychozi tvar funkce pfisluSnosti je ziskan spojitou aproximaci stfedd temen jednotlivych
sloupcu grafu. Pro aproximaci je mozno pouzit metody nejmenSich Ctvercl, Takto ziskana kfivka je
formalizovana vhodnou analytickou funkci (linearni funkce, polygonélni funkce, kvadraticka parabola,
zvonova kfivka) a jeji supremum je normovano na hodnotu hght = 1. Pro finalni korekci tvaru funkce
pfisluSnosti je mozno pouZit subjektivnich znalosti.
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5.2 Postup vyuzivajici pfedpoklady spravnosti jednotlivych méreni

Jako rozhodovaci kritérium je vyuzita informace o pfesnosti metody méfeni a apriorni znalost
o méfené veli¢iné. Jednotliva méfeni jsou pfifazovana do intervall podle odhadované divéryhodnosti
velikosti jejich hodnot. Do pasma s nejvy$§imi hodnotami pfisludnosti ( ,u()_():l) jsou tak vybrany ty
naméfené hodnoty, které jsou povazovany za viceméné urcité. Nosi¢ fuzzy mnoziny ( ,u()_()z 0) je
uren intervalem vSech naméfenych hodnot (s expertnim vylouc¢enim pfipadnych hodnot odlehlych).
Pfifazeni hodnot funkce pfislusnosti zbylym naméfenym hodnotdm je zavislé na subjektivnim
rozhodnuti.

5.3 Postup vyuzivajici jazykovou kvantifikaci souboru namérenych hodnot

Naméfené hodnoty jsou usporadany v Ciselném intervalu podle své velikosti. Rozhodovacim
kritériem je subjektivni nazor, které subintervaly je mozno oznacit jako pasma hodnot napf. ,nizkych®,
které ,stfednich® a které ,vysokych®. PfisluSné subintervaly jsou pak zakladem pro rozhodnuti o nosicich
a tvarech funkci pfislugnosti jazykovych hodnot NiZKY, STREDNI, VYSOKY. Tak je vytvofena jazykovéa
kvantifikace hodnot mérené veli€iny jako veliiny neurcité.

Jako fuzzy ¢islo je pak vybrana ta jazykova hodnota (fuzzy mnozina), ktera odpovida povaze
feSené ulohy (Uloha nakladova - NIZKY, tloha vynosova - VYSOKY).

5.4  Postup vyuzivajici subjektivni znalosti o vlastnostech neur¢ité veliciny

Specifikace funkce pfislusnosti fuzzy Cisla reprezentujiciho neurcitou veliinu je pIné
subjektivni. Rozhodovacim kritériem je odborny nazor experta. V prvnim kroku je odhadnuto jadro fuzzy
mnoziny ((x)=1), v kroku druhém pak jeji nosi¢ ( (x) > 0). Pak je definovén tvar fuzzy mnozny,
v inzenyrské praxi nejCastéji aproximovany lomenou pfimkou (Obrézek 1).

6 Fuzzy analyza

Fuzzy analyzou rozumime vySetfovani viastnosti a chovani fuzzy funkce (7), ktera v inZenyrské
praxi pfedstavuje fuzzy model studované realné soustavy. Obycejny (ne-fuzzy) funkéni vztah (9)
budeme nazyvat vychozi (fundamentalni) funkci. Jako algoritmus pro feSeni fuzzifikovaného vztahu (7)
pouzijeme v tomto pfispévku Zadehova principu rozsifeni [7].

6.1 Zadehuv princip rozsiieni

Zadehuv princip rozSifeni je metoda rozSifeni aritmetickych operaci nad oby&ejnymi &isly
na operace nad fuzzy Cisly. Je pfedpisem pro numerické feSeni fuzzy operaci fuzzy analyzy.

UvaZzujme kartézsky souéin K (4) definovany na univerzu X (5). Oznatme K jako n-
rozmérnou fuzzy mnozinu X . Princip rozSifeni pak definuje zobrazeni fuzzy mnoZiny X na nové
univerzum Y

y= {0 X,) (13)
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Funkce f (13) pfedstavuje libovolnou aritmetickou operaci nad fuzzy mnozinami (fuzzy gisly)
A1 An Vlysledkem zobrazeni (fuzzy aritmetické operace) je fuzzy mnoZzina B s funkci pfislusnosti

5 (y) . Uvazujme kartézsky soucin fuzzy mnozin Ai definovany na univerzu

Xix X, x..x X, =Y

(14)
a uvazujme zobrazeni
f(A,..,A)=BnaY (15)
kde fuzzy mnozina B je vysledkem aritmetickeé operace f(X,,...,X,)
B = {y,,ug(y) |y = (X X, ;Y €Y Xy X) € Xy XX X, } (16)

Funkei prislusnosti s (y) ziskame podle predpisu Zadehova principu rozsifeni. Podle tohoto principu

se aplikaci funkce f(x,,...,X,)na prvky univerza X jejich stupné pfisluSnosti do libovolné fuzzy

mnoZiny nad X pfenadeji beze zmény na jejich obrazy. Stuped pfislusnosti prvku y k funkci
pfislusnosti x5 (y) je roven minimu stupfiu pfislusnosti operand [y(xl),..., y(xn)]. Pokud se
k jednomu prvku y sejde vice hodnot ; (), plati operace supremum.

supmin [(x,),..., u(x,)] jestlize 3y = f (X, X,)

y=F (X1, Xp)
us(y) = (17)
0 jinak

Na Obrazku 3 je uveden pfipad pro dvojrozmérou funkci y = f (X, X,), ktera transformuje

kartézsky soucin K = A x A, definovany na dvojrozmérném univerzu X, x X, na fuzzy mnoZinu B
definovanou na jednorozmérném univerzu Y.

Obrazek 3: Aplikace Zadehova principu rozsifeni
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1.0 | /\5
/
/

y = f(x1;%) / \

1.0

0.0 \

Velmi Casté jsou pfipady, kdy funkce (15) je binarni operaci (*) mezi fuzzy Cisly A,B definovanymi
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na jednom univerzu X. RozSifenim takové binarmni operace na fuzzy mnoziny A,B s funkcemi
prislusnosti x5 (X, ), 15 (X,) je fuzzy mnozina C s funkci prislusnosti 1= (y)

C=Ax*B (18)

kde funkci prislusnosti 4~_; = () ziskame podle pfedpisu

sup min[ﬂ;(xl)#g (Xz)]JXp X, € X1y =X *X,
He.55 (V) = 19)
0 jinak
Na Obrazku 4 je uveden pfiklad aplikace Zadehova principu rozSifeni na fuzzy funkci [9]

y=3A-B+5. (20)

Fuzzy Cisla A a B nezavisle proménnych jsou diskrétni fuzzy mnoiiny, jejichz nosiCe jsou spocetné.
Postup stanoveni stupiu pfisluSnosti zavisle fuzzy proménné C je nasleduijici: operaci (18) postupne
podrobime v&echny kombinace hodnot [le, sz J=12,.., k=12,.. nosi¢l fuzzy Cisel AaB,

¢imz dostaneme hodnoty nosie y., m =1,2,... fuzzy mnoZiny C. Stupen pfislusnosti kazdé hodnoty

nosi¢e C ziskdme operaci min (21)

He- 10,0y () = SUPMIN 120, ), (%) (21)

Pokud jednu a tutéz hodnotu ym dostaneme vypodtem vice kombinaci |x, j,lekj, pak k ziskani
vysledné hodnoty = . o) (y) pouZijeme operace sup (21).

6 MOLLER,B.,.BEERM. Fuzzy Randomness — Uncertainty in Civil Engineering and Computational Mechanics. Springer,
2004, ISBN 3-540-40294-2

Zadehuv princip rozSifeni tedy pouzivame k fuzzy analyze v téch pfipadech, kdy potiebujeme
pfevést operaci mezi obycejnymi Cisly na operaci mezi fuzzy Cisly (nebo obecné fuzzy mnoZzinami) [10].
Je povaZovan za jeden z nejsilngjSich prostfedk( teorie fuzzy mnoZin.

Obrazek 4: Aplikace Zadehova principu rozsiteni na funkci y = 3A—B +5.
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provadi Castéji s vyuzitim procedur a-fezl a a-diskretizace fuzzy mnozin (tento postup bude popsan
v dal§im pfispévku Casopisu EMI).

7 Numericky pfiklad

Jako numericky pfiklad vypoctu fuzzy funkce s aplikaci principu rozsifeni uvedme vztah
pro vypocet globalniho fuzzy vystupu y variantniho Takagi-Sugeno fuzzy nelinedrniho regresniho
modelu’

y=-rL (22)

pouzivaného pro abstraktni modelovani nelinearnich vicerozmérmych slozitych soustav. Vztah (22) je
vazenym souctem fuzzy vystupli y, a y, fuzzy regresnich rovnic

Y = E(El’ﬁ) =1, (En: lz12’ lz137 X, X5, X5) = lz11)(1 + iz12)(2 + Izl3x3 (23)

1
yz = f,(K,, X) = T, (Kou Koo Kipgy X0, X5, Xg) = Ky Xy + Koo X, +KpgXy (24)
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Vztah (22) odpovida fuzzy modelu typu (11). Vahové koeficienty ve vztahu (22) jsou realna Cisla
W, € <O,1>. Fuzzy regresni koeficienty k ve vztazich (23) a (24) jsou definovany jako fuzzy Cisla

Ks trojuhelnikovymi funkcemi pfislusnosti (Obrézek 1) s body zlomu

k,, — K,,[1.60,2.00,2.40]
k,, - K,[1.351.50,1.65]
k,, — K,[3.00,4.00,5.00]
k,, — K,,[0.40,0.50,0.60]
k,, — K,,[2.50,3.00,3.50]

~

k,; — K,5[0.70,0.80,0.90]

(25)

Pro numericky vypocet funkci (22), (23) a (24) zvolime tyto hodnoty vstupnich proménnych:

X, =3.25
X, =5.41
X, = 2.22
w, =0,35
w, =115

Pro vypodet tvaru funkce pfisluSnosti 2, () vystupni globélni hodnoty Y pouZijeme principu rozsifeni
(17). Vysledkem vypoétu vztaht (23) a (24) jsou pak fuzzy Cisla

Y, - Y,[20.12,22.47,24.83]
Y, —Y,[16.37,19.63,22,88]

a globalnim vystupem vztahu (22) je pak fuzzy Cislo

Yy — Y [17.82,20.72,23.63] (26)

Jelikoz fuzzy funkce (22) vyuzivd pouze linedrni operace a funkce pfisludnosti fuzzy Cisel K jsou
trojuhelnikové (25), je vystupni fuzzy mnoZzina Y rovnéz trojuhelnikové fuzzy Cislo.

Hodnota y = 20.72 nosi¢e fuzzy Cisla (26) je vlastné vysledek vypoltu obycejného
fundamentalniho vztahu odpovidajiciho fuzzy funkci (22), jehoz regresni koeficienty k jsou obyCejna
Cisla rovnajici se ve fuzzy mnozinach (25) hodnotam nosi¢l s jednotkovym stupném prislusnosti.
Velikost intervalu <17.82,23.63> potom stanovi neurCitost hodnoty y = 20.72, ktera muze hrat

v rozhodovacim procesu dllezitou roli pfi posuzovani uzitné hodnoty (rizika) pouziti tohoto vysledku.
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8 Diskuze

Fuzzifikace obyCejné analytické funkce (fundamentalniho vztahu) umoziuje ziskat vypocCtem
nejen Ciselny vysledek, ale i kvantifikovanou neurcitost, ktera jej provazi. Pficinou této neurcitosti je
ne zcela pfesna (vagni) definice vztahu, které mezi proménnymi takové neurgité funkce plati. Fuzzy
funkce, které predstavuji abstraktni modely slozitych soustav a soustav, které zahrnuji lidsky faktor, jsou
pro oblast spole¢enskych véd typicke.

Proménnymi a/nebo parametry fuzzy funkci jsou obecné fuzzy Cisla. Aritmetické operace
s fuzzy Cisly nezbytné kvypoctu vystupnich fuzzy proménnych funkce (fuzzy analyza) vyuzivaji
Zadehova principu rozsifeni. Jako ilustrace fuzzy analyzy je uveden pfiklad feSeni jednoduché linearni
vicerozmérné fuzzy funkce.

Informace o mife neurditosti vysledkl pak muze byt dulezitym voditkem v procesu rozhodovani
o pfijeti finalniho feSeni. Nalezené optimélni feSeni rozhodovaci ulohy zahrnujici neurcitost nemusi byt
pro rozhodovatele nejvhodnéji pravé z hlediska jeho urcitosti. MiZe nastat situace, kdy nalezené
optimalni feSeni je natolik neurcité a nejasné, ze rozhodovateli neposkytuje v rozhodovacim procesu
plnohodnotné podklady. Naproti tomu ale Ize vybrat takové feSeni, jez neni pro feSenou rozhodovaci

Vv

Podékovani .
Tento pfispévek vznikl s finan¢ni podporou a vramci feSeni projektu GACR P403/12/1811: Vyvoj
nekonvenénich modelt manaZerského rozhodovani v podnikové ekonomice a vefejné ekonomii.
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