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VYUZITi WAVELETU PRI ANALYZE CASOVYCH RAD
2. PRAKTICKA CAST

USING WAVELETS BY TIME SERIES ANALYSIS
2. PRACTICAL PART

Vratislava MoSova
Moravska vysoka $kola Olomouc
vratislava.mosova@mvso.cz

Abstrakt:

Waveletové transformace je moderni matematicky nastroj, ktery se vyuZivd nejen pfi zpracovani
zvukového signalu Ci obrazu, ale Ize ho také pouZit pfi studiu ¢asovych fad. V ¢lanku je na pfikladu
prezentovan waveletovy rozklad v kombinaci s Boxovou - Jenkinsovou metodologii jako efektivni
prostfedek progndzovani casove rady.
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transformace, waveletové koeficienty.

Abstract:

Wavelet transformation is a recent mathematical tool that is used not only in audio signal processing
or image processing but it can be also used in the study of time series. In this paper, the wavelet
decomposition combined with Box-Jenkins methodology is presented as an effective means
of predicting in time series.
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Time series, ARIMA models, autocorrelation function, partial correlation function, discrete wavelet
transform, wavelet coefficients.
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1 Uvod

Tento ¢lanek je druhou Casti textu ,Vyuziti waveletu pfi analyze ¢asovych fad* (viz [4]). Zatimco
cilem publikované prvni Casti bylo seznamit Ctenafe s teoretickou zékladnou problematiky,
je pfedloZena druha Cast ukazkou pouZiti prezentované teorie pfi zkoumani ekonomickych ¢asovych
fad.

Nasledujici text se skladad ze dvou casti. V prvni z nich je objasnéno propojeni Boxovy-
Jenkinsovy teorie s waveletovou transformaci a jsou uvedeny poznamky k realizaci obou pfistupd.
Ve druhém odstavci je prezentovana ukazka postupu pfi progndzovani Casové fady nejprve pomoci
Cisté Boxovy-Jenkinsovy metodologie a pak pomoci metody modifikované prostrednictvim waveletd.
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2 Nékolik pripominek k realizaci pouzitych metod

Boxova-Jenkinsova metodologie byla vytvofena pro fady s navzajem zavislymi pozorovanimi.
Reziduélni slozky takovych fad mohou byt tvofeny korelovanymi ndhodnymi veli€inami. Tato z&vislost
se zkouma prostfednictvim nastrojd pro korelacni analyzu.

Aby model konstruovany na zakladé Boxovy-Jenkinsovy metodologie odpovidal realité, je tfeba,
aby zpracovavana Casova fada méla alespon 50 ¢lenl. V grafech ACF a PACF pak kontrolujeme 1/7
hodnot z celkového rozsahu fady

|dentifikace vhodného modelu ARIMA zacina vyhodnocenim spojnicového grafu. Vytipuje se, zda
je Fada stacionarni a jestli obsahuje sezonni nebo cyklickou slozku. Takto ziskané postfehy jsou ovsem
znacné subjektivni.

PfesnéjSi zavéry vyplynou z grafi ACF a PACF. Pokud je prvni hodnota ACF hodnota blizka
jedné, neni fada stacionarni. Odstranéni nestability v rozptylu Ize dosahnout pomoci Boxovy-Coxovy
transformace

[x* pro A>0
F(x)=1 P .
(Inx pro 4=0

Nestacionarita ve stfedni hodnoté se potla&i pomoci diferencovani. Rad diference je mozné
odhadnout ze spojnicového grafu diferenci, popf. z grafi ACF a PACF pro pfislusné diference.

Pritomnost cykli nejlépe odhalime pomoci periodogramu. Pokud se v periodogramu na pozicich
riznych od nuly nachazeji vyrazné vrcholy, vyskytuji se v ¢asové fadé cykly s periodami, které pfislusi
nejvys$Sim hodnotam periodogramu.

Z uvedenych pozorovani se pak odviji volba modelu. Zvoleny model je tfeba opét konfrontovat
s grafy ACF a PACF. V pfipadé ze hodnoty v téchto grafech vybihaji z vyznacenych mezi spolehlivosti,
jsou nesystematické slozky modelu korelované. Jedna se o nevhodny model a je tfeba vybrat jiny.

Jestlize je k dispozici vic neZ jeden ARIMA model, preferuje se ten, ktery ma méné parametrd
ajehoz hodnoty parametri jsou nizSi. Po nalezeni nejvhodnéjSiho modelu, je mozné provést
pozadovanou prognozu.

PFi predikci Casové fady s vyuZitim waveletl se nejprve najde vhodny wavelet, ktery je co nejvic
podobny zadané &asové fadé a ktery odpovida sledovanym cilim. Tak napfiklad pro hladka data
se pouzivaji hladké Skalové funkce. Pro data s jemnymi detaily se vybiraji Skalové funkce s kratkym
nosi¢em. Pro rekonstrukci dat tvofenych polynomem N-tého stupné se pouZzivaji wavelety, které maji

N-1 nulovych momentd.

V dal§im kroku se s vyuZitim vhodné zvoleného waveletu provede rozklad Casové Ffady
na aproximace a detaily. Pomoci Boxovy-Jenkinsovy metodologie se vyhledd vhodny ARIMA model
jak pro aproximace tak pro detaily rozloZzené fady. Zvlast pro aproximace a zvlast pro detaily
se provede pfislusna predikce. Celkova progndza fady se obdrzi jako soucet predikovaného vektoru
pro aproximace s predikovanym vektorem pro detaily.
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3 Modifikace modeli ARIMA prostrednictvim wavelett - priklad

Zadani

V Tabulce 1 jsou uvedeny mésiéni hodnoty miry inflace CR pro léta 2000-2014.

Tabulka 1: Hodnoty zadané fady
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Pro fadu hodnot od ledna 2000 do prosince 2012 vyhledejte vhodny model ARIMA. Provedte
prognézu pro zbytek fady. Vysledek konfrontujte s vysledkem, ktery ziskate pomoci kombinace
waveletového rozkladu kombinovaného s ARIMA modely.

Reseni:

A) Predikce pomoci ARIMA modelu:

Ulohu budeme feSit v prostiedi programt Statistica 10 a Wolfram Mathematica 9. Ze spojnicového
grafu (viz Obrazek 1) je patrné, Ze fada je nestacionami.

Obrazek 1: Spojnicovy graf fady Inflace

Graf proménné: INFLACE
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Z periodogramu (viz Obrézek 2) je vidét, Ze v fadé jsou 3 cykly.

Obrazek 2: Periodogram fady Inflace

Spektralni analyza: INFLACE
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Grafy ACF (viz Obrazek 3) a PACF (viz Obrazek 4) naznaCuji, Ze fada je nestacionarni
a ze se pravdépodobné jedna o autoregresni model AR(3).

Obrazek 3: ACF pro Fadu Inflace

Autokorela¢ni funkce

INFLACE
(Sm. chyby jsou odhady bilého Sumu)

Pos. Kor. SmCh Q p

1 4,989 ,0490 407,6 0,000
2 +,957 ,0489 790,5 0,000
3 4,907 ,0489 1135, 0,000
4 +,840 ,0488 1432, 0,000
5 +,761 ,0487 1675, 0,000
6 +,670 ,0487 1865, 0,000
7 4,571 ,0486 ] 2003, 0,000
8 +,466 ,0486 = 2095, 0,000
9 +,359 ,0485 e 2150, 0,000
10 +,253 ,0484 o 2177, 0,000
11 +,149 ,0484 Bl 2187, 0,000
12 +,053 ,0483 [l 2188, 0,000
13 -,035 ,0483 [ 2188, 0,000
14 -,113 ,0482 ] 2194, 0,000
15  -,181 ,0481 [T] 2208, 0,000

0 0
-1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0 — Mez spoleh.
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Obrazek 4: PACF pro fadu Inflace

Parcialni autokorela¢ni funkce
INFLACE
(Sm. chyby prfedpokadaji stupefi AR rovny k-1)

SmCh

Pos. Kor. T T

2 -,899 ,0491}

3 -,268 ,0491}

4 +,041 ,0491 | |

5  +,101 ,0491 Ol

6 -,040 ,0491 B

7 -,037 ,0491 } B

8 -,005 ,0491 } |

9  +,059 ,0491 | B

10 +,141 ,0491 | []]

11 +,203 ,0491 | (1]

12 -,008 ,0491 | ﬂ

13 -,059 ,0491 | []

14 -,207 ,0491 } [ 1]

15  -,206 ,0491 | ]
0 . . .
1,0 0,5 0,0 0,5 1,0 — Mez spoleh.

Z vySe uvedeného plyne, Ze v fadé je tfeba provést transformaci, diferencovat a hledat sezonni
model. Koeficient pro Box-Coxovu transformaci spoéteny programem Statistica je 4 = 0,5. Na z&kladé
grafi ACF a PACF pro 2. diferenci plvodni fady usoudime, Ze tato diference staci ke stacionarizaci
puvodni fady.

Zadanou fadu zkusime odhadnout modelem ARIMA(1,0,2)(3,2,0). Parametry modelu spolu
s dal$imi idaji jsou uvedeny v tabulce (viz Tabulka 2):

Tabulka 2: Parametry modelu ARIMA(1,0,2)(3,2,0)

Vstup: INFLACE (ARIMAtab.sta) Transformace: x*,5000,2*D(1) Model:(1,0,2)(3,2,0) Sezdnni
posun: 12 PC Rezid. =,00329

Param Asympt. - Asympt. - t( Dolni - 95% Horni - 95%
‘ SmCh 148) P spol spol

(1) -0,463346 0,401741 -1,15334 0,250628 -1,25724 0,330543
(1) -0,054280 0,388594 -0,13968 0,889100 -0,82219 0,713630
@ 0,276491 0,171677 1,61053 0,109412 -0,06276 0,615746
s(1) -0,127412 0,087855 -1,45024 0,149107 -0,30102 0,046201
s2) 0,021660 0,084570 0,25612 0,798212 -0,14546 0,188782
s@3) -0,067797 0,088421 -0,76675 0,444452 -0,24253 0,106934
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Na nasledujicich dvou obrézcich Obrazku 5 a Obrazku 6 se hodnoty ACF a PACF pohybuiji
uvnitf mezi spolehlivosti. To znamena, Ze model je vhodné zvoleny,
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Obrazek 5: ACF pro model ARIMA(1,0,2)(3,2,0)

Autokorelaéni funkce
INFLACE : ARIMA (1,0,2)(3,2,0) rezidua
(Sm. chyby jsou odhady bilého Sumu)

Pos. Kor. SmCh Q P

1 -,021,0798} | ,07 ,7965
2 -,035,0795} B ,26 ,8764
3 +,090 ,0793 } B 1,54 ,6722
4  +,138 ,0790 | 4,59 ,3325
5 -,024 ,0788 } 4,68 ,4564
6 +,005 ,0785} | 4,68 ,5851
7 -,001 ,0782} | 4,68 ,6986
8 +,046 ,0780 | i 5,03 ,7546
9 -,011 ,0777} | 5,05 ,8300
10 -,118 ,0774 } B 7,39 ,6886
11 -,111 ,0772 } = 9,45 ,5805
12 +,012 ,0769 } | 9,47 ,6621
13 -,130 ,0766 | ] 12,37 ,4975
14 -,133 ,0763} ] 15,40 ,3516
15  -,026 ,0761} I 15,51 ,4153
16 -,105 ,0758 | ] 17,45 ,3572
17 -,046 ,0755 [ 17,82 ,4001
18 -,099 ,0752} [] 19,56 ,3580
19 -,070 ,0750 | [ 20,44 ,3689
20 -,072 ,0747} [] 21,36 ,3761

0 0
-1,0 0,5 0,0 0,5 1,0 — Mez spoleh.

Obrazek 6: PACF pro model ARIMA(1,0,2)(3,2,0)

Parcialni autokorelaéni funkce
INFLACE : ARIMA (1,0,2)(3,2,0) rezidua
(Sm. chyby pfedpokiadaji stupefi AR rovny k-1)

Pos. Kor. SmCh

1 -,021 ,0806 |

2  -,036 ,0806 f

3 +,088 ,0806 [ |
4 4,141 ,0806 =
5 -,011 ,0806 |

6 +,005 ,0806 |
7 -,027 ,0806 B

8  +,030 ,0806 i
9 -,006 ,0806 I
10 -,119 ,0806 =
11 -,127 ,0806 ]
12 -,013 ,0806 [
13 -,118 ,0806 ]
14 -,098 ,0806 ]
15  -,018 ,0806 I
16 -,107 ,0806 ]
17 -,007 ,0806 |l
18 -,081 ,0806 ]
19 -,061 ,0806 ]
20 -,079 ,0806 []

0
-1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0 — Mez spoleh.

Graf na Obrédzku 7 a vTabulce 3 je zachycena pfedpovéd, kterd vychédzi z modelu
ARIMA(1,0,2)(3,2,0). Dale je mozné z hodnot v Tabulce 1 a Tabulce 3 urcit velikost odmocniny
ze stfedni kvadratické chyby: RMSE=1,20801.
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Obrézek 7: Graf progndzy Inflace - model ARIMA(1,0,2)(3,2,0)

Predpovédi; Model:(1,0,2)(3,2,0) Sezénni posun:12
Vstup: INFLACE

Zacatek pavod. : 1 Konec puvod. : 156
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Tabulka 3: Hodnoty prognézy Inflace - model ARIMA(1,0,2)(3,2,0).

Poradi 157 158 159 160 161 162 163 164

Progndza | 3,27630 | 3,26771 | 3,24345 | 3,22398 | 3,20165 | 3,18239 | 3,13182 | 3,08467
Poradi 165 166 167 168 169 170 171
Progndza 3,03740 | 3,00876 | 2,98008 | 2,96232 | 2,95306 | 2,93955 | 2,93938

B) Predikce pomoci waveletl:
V programu Mathematica se provede waveletovy rozklad pomoci Daubechiové waveletu Db3 a obdrZi
se dva soubory (viz Tabulka 4 a Tabulka 5).

Tabulka 4: Hodnoty fady Aproximace

.98186,
.97607,

66632,
14011,

B O W®s N R OB BN
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61051, 2.07221, 2.16841, 2.4481, 2.50379, 2.63189, 2.84345, 3.09829, 3.33792, 3.60084, 3.77563, 3.92223, 3.98143, 3.98091,
.03926, 4.08686, 4.19308, 4.32518, 4.46515, 4.62686, 4.68246, 4.70394, 4.70458, 4.66913, 4.64309, 4.60193, 4.56961, 4.53496,
.2668, 3.89912, 3.52296, 3.07183, 2.72778, 2.39326, 2.09196, 1.82061, 1.47351, 1.11174, 0.796709, 0.486669, 0.323159, 0.229285,
.137974, 0.0953022, 0.0445145, 0.0125085, 0.0494309, 0.123778, 0.294672, 0.531483, 0.753923, 1.01136, 1.21319, 1.40625, 1.68155,
2.23963, 2.49973, 2.67669, 2.81485, 2.79288, 2.67579, 2.64425, 2.58759, 2.49271, 2.37886, 2.23937, 2.07602, 2.01188,
1.9291, 1.90117, 1.97932, 2.11034, 2.19716, 2.30117, 2.39766, 2.49432, 2.61008, 2.73326, 2.7421, 2.7078, 2.62633, 2.49247,
39663, 2.28742, 2.22095, 2.17042, 2.1342, 2.11607, 2.05252, 1.97965, 2.05865, 2.19309, 2.47195, 2.85434, 3.33526, 3.9219, 4.307,
5.0466, 5.40239, 5.76662, 6.12533, 6.38314, 6.59629, 6.51744, 6.28273, 5.91751, 5.3928, 5.00266, 4.58122, 4.12844, 3.6619,
2.58504, 2.09568, 1.61284, 1.28168, 1.02508, 0.871925, 0.813792, 0.693933, 0.603291, 0.595998, 0.631325, 0.751475,
936515, 1.07383, 1.23022, 1.37151, 1.51026, 1.60458, 1.6772, 1.73356, 1.76814, 1.83121, 1.89447, 1.88984, 1.85942, 1.86773,
87323, 1.89675, 1.93071, 2.05429, 2.2228, 2.39533, 2.60012, 2.70356, 2.77942, 2.9305, 3.08993, 3.2178, 3.34411, 3.22682, 3.0018
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Tabulka 5: Hodnoty fady Detaily

-0.510514, 0.12779, 0.131587, -0.048096, -0.00978644, -0.0318903, 0.0565534, 0.00170805, -0.0379235, -0.00083962, 0.0243681, -0.0222281,
0.0185669, 0.019091, -0.0398561, 0.0131357, 0.00692325, -0.0251831, 0.0348531, -0.0268575, 0.0175406, -0.00393531, -0.0045795,
0.0308679, -0.0430891, -0.00192871, 0.0303901, -0.0349649, 0.0331985, 0.000877169, -0.0229597, 0.0281749, -0.0277758, 0.00674014,
0.008037, -0.0206075, 0.0264874, -0.0117393, 0.00329113, 0.0133311, -0.0231587, -0.0292848, 0.062026, 0.00409784, -0.0445145,
-0.0125085, 0.0505691, -0.0237782, 0.00532784, -0.031483, 0.046077, -0.011361, -0.0131941, -0.00624616, 0.0184468, 0.0181434,
-0.0396316, 0.000265644, 0.0233128, -0.0148476, 0.00712228, 0.0242105, -0.0442525, 0.0124126, 0.00728865, 0.0211398, -0.0393659,
0.0239775, -0.0118849, 0.0239323, -0.0291017, -0.00116803, 0.0206826, -0.0103432, 0.00284238, -0.00117188, 0.00234375, 0.00568476,
-0.0100812, -0.0332615, 0.0578953, -0.00779552, -0.0263298, 0.00752988, 0.00337007, 0.0125789, -0.0209482, 0.0295795, -0.0342004,
-0.0160655, 0.047477, 0.0203503, -0.0586475, 0.00691476, 0.0280461, -0.0543391, 0.0647445, -0.0218997, -0.00699834, 0.0336812,
-0.0466047, -0.00238979, 0.0333196, -0.0253287, 0.0168637, 0.00370697, -0.0174372, 0.0172711, -0.0175079, 0.00720147, -0.00265928,
0.0187791, -0.0284367, 0.0381028, -0.0401058, 0.0149602, 0.00431745, -0.0128407, 0.018318, -0.0250751, 0.0280754, -0.0137922,
0.0060669, -0.00329113, 0.00400192, -0.0313251, 0.0485249, -0.0365151, 0.0261719, -0.0302237, 0.0284866, -0.0102643, -0.0045795,
0.0228018, -0.0335647, 0.0318566, -0.0312125, 0.00552687, 0.0101601, 0.0405754, -0.0677275, 0.0267662, 0.00325358, -0.03071, 0.0457116,
-0.0228018, 0.00466693, -0.000120336, -0.00356166, 0.0205784, -0.0305017, 0.0100688, -0.017798, -0.0441126, 0.0731831, 0.298204}

Pfi uréovani modell vhodnych k prognézovani fad Aproximace a Detaily se potupuje obdobné
jako pfi progndzovani souboru Inflace.

A) Prognoza pro Aproximace: Na zakladé spojnicového grafu, periodogramu, ACF a PACF Ize
soudit, Ze v fadé je tfeba provést transformaci, diferencovat a hledat sezonni model. Koeficient pro
Box-Coxovu transformaci je 4 = 0,7. Zadanou fadu zkusime odhadnout modelem
ARIMA(1,0,0)(0,1,0).

Hodnoty pfedpovédi pro ARIMA (1,0,0)(0,1,0) jsou uvedeny v Tabulce 6.

Tabulka 6: Hodnoty prognézy Aproximace - model ARIMA(1,0,0)(0,1,0)

Poradi 157 158 159 160 161 162 163 164

Progndza

2,80411

2,63022

2,47708

2,34205

2,22285

2,11750

2,02430

1,94175

Poradi

165

166

167

168

169

170

171

1,86858

1,80364

1,74597

1,69471

1,64911

1,60851

1,57234

Progndza

B) Progndza pro detaily: Ze spojnicového grafu, ACF a PACF pfislusnych k souboru detailt se
Zjisti, Ze se jedna o stacionarni soubor. Kdyz se rozhodneme pro model ARIMA(2,0,2), obdrzime
hodnoty pfedpovédi pro detaily uvedené v Tabulce 7.

Tabulka 7: Hodnoty prognézy Detaily - model ARIMA(2,0,2)

Poradi 157 158 159 160 161 162 163 164

Progn6za | -0,1258 |-0,0712 | 0,0366 | -0,0023 |-0,0039 | 0,0014 | 0,000041 | -0,0002

Poradi 165 166 167 168 169 170 | 171

Progndza | 0,00005 | 0,000007 | -0,000008 | 0,000002 | 0,000001 [0 |0

C) Vyslednou prognézu obdrzime seétenim vektord hodnot prognézovanych pro aproximace
a hodnot prognézovanych pro detaily. Graficky je situace zachycena na Obrazku 12 a v Tabulce 10
jsou uvedeny pfislusné prognézované hodnoty. Z hodnot v Tabulce 1 a v Tabulce 10 se urCi velikost
stfedni kvadratické chyby: RMSE=0,330203.
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Obrazek 12: Prognoza provedena pomoci wavelet

Prognéza pomoci waveletu

0}
1 15 29 43 57 71 85 99 113 127 141 155 169 - -- prognoza wavelety
8 22 36 50 64 78 92 106 120 134 148 162 — prognéza ARIMA
Tabulka 10: Hodnoty prognézy provedené pomoci wavelet(
Poradi 157 158 159 160 161 162 163 164
Progndza 2,67830 | 2,55906 | 2,51369 | 2,33978 | 2,21906 | 2,11891 | 2,02434 | 1,94157
Poradi 165 166 167 168 169 170 171
Progndza 1,86863 | 1,80365 | 1,74596 | 1,5548 | 1,64911 | 1,60851 | 1,57234
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Na Obrazku 13 je vybrany model ARIMA(1,0,2)(3,2,0) konfrontovan s pfedpovédi sestavenou s
pomoci waveletu Db3.

Obrazek 13: Konfrontace prognéz

Konfrontace prfedpovédi s puvodni Fadou

ey | — plivodni fada
1 15 29 43 57 71 8 99 113 127 141 155 169 ‘' ° prognéza wavelety
8 22 36 50 64 78 92 106 120 134 148 162 '+ prognéza ARIMA

Obrazek 13: Konfrontace prognéz

Pfipomenme jesté, Ze chyba odhadu RMSE=1,20801 pfi pouziti ARIMA(1,0,2)(3,2,0 ) je vySSi
nez RMSE=0,330203 pfi pouziti metody s waveletem. Z RMSE je vidét, Zze predpovéd s vyuzitim
waveletu muze poskytnout lep$i prognozu nez klasicky model ARIMA.

4 Zaveér

Wavelety jsou moderni matematicky aparat, ktery se pouziva pfi feSeni praktickych problému
jako je zpracovani signalu i pfi feSeni teoretickych otazek napf. v numerické matematice. Vzhledem
ke schopnosti waveletu elegantné odstranit korelovanost v datech, Ize je vyuzit pfi zpracovani a predikci
Casové fady. V tomto Clanku wavelety vystupuji spolu s Boxovymi-Jenkisovymi modely jako nastroj

k progndzovani ¢asovych fad a na pfikladu je demonstrovano, Ze timto zplisobem je mozné dosahnut
ZlepSeni v presnosti prognézy.

Podékovani

Tento prispévek vznikl s finanéni podporou a v ramci fe$eni projektu GACR P403/12/1811: Vyvoj
nekonvenénich modell manazerského rozhodovani v podnikové ekonomice a vefejné ekonomii.
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